
第 35卷 第 2期

2007年 4月

福州大学学报 (自然科学版 )
Journa l of Fuzhou Un iversity( Na tura l Sc ience)

Vo.l 35 No. 2

Apr. 2007

文章编号: 1000- 2243( 2007) 02- 0256- 05

损伤粘弹性正交铺设层合板的非线性振动分析

郑玉芳

(福州大学土木工程学院, 福建 福州 � 350002)

摘要: 研究了考虑横向剪切变形和损伤效应的粘弹性正交铺设层合中厚板的非线性自由振动问题. 基于一阶

剪切变形理论、应变等效假设和 Bo ltzm ann叠加原理, 建立了考虑横向剪切变形和损伤效应的粘弹性层合中厚

板的非线性自由振动控制方程, 且应用有限差分法、Newm ark法和迭代法进行求解. 算例中, 具体讨论了损伤

效应、不同跨厚比和长宽比对粘弹性层合板的非线性自由振动幅频响应曲线的影响.
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Nonlinear free vibration for viscoelastic cross- ply lam inated plates w ith damage

ZHENG Yu- fang
( Co lleg e o f C iv il Eng ineer ing, Fuzhou Un iversity, Fuzhou, Fu jian 350002, China)

Abstract: The non linear free v ibrat ion for v iscoelastic cross- p ly lam inated p la tes under considering

transverse shear deformat ion and damage effect is studied. B ased on theT imoshenko- M indlin theory,

stra in equivalence hypothesis and Boltzmann superposition princ iple, the non linear free v ibration gov�
ern ing equat ions for v iscoelastic moderately th ick lam inated p lates w ith dam age are estab lished and

solved by the fin ite difference, N ewmark m ethod and iterative method. In the numerical results, the

in fluences of dam age effec,t various span- th ickness ratio and aspect ratio on the nonlinear amplitude

- frequency response curves of the v iscoelastic lam inated plates are discussed.

Keywords: transverse shear defo rmation; damage e ffec;t v iscoelastic lam inated plates; non linear

v ibrat ion

结构在使用过程中, 受到外界激励, 当激励频率接近结构的某一固有频率时, 结构将发生共振, 在工

程中, 因为共振而导致结构破坏的事例并不鲜见. 同时, 粘弹性复合材料结构在振动过程中将发生损伤,

损伤可以改变结构的振动性能. 当损伤增长时, 结构有可能处于共振状态, 而一旦共振出现, 结构内应力

水平的提高又将导致损伤增长的加速. 因此, 研究考虑损伤效应的粘弹性层合结构的非线性自由振动是

一个非常重要的研究课题之一.

K im等
[ 1]
利用有限元法和多尺度法, 讨论了粘弹性复合材料层合板的非线性振动频率; Yu等

[ 2]
建立

了中间层为粘弹性层的 3层层合圆板的非线性振动模型, 并讨论了粘弹性对结构非线性振动幅值和频率

的影响. 关于局部损伤对板静动力学行为的影响也有一些报道. P rabhakara
[ 3, 4]
研究了在面内均布载荷作

用下, 结构缺陷对弹性板的振动频率和屈曲临界载荷的影响; Laura
[ 5]
研究了含损伤环形板线性自由振动

频率; Zheng
[ 6]
讨论了损伤缺陷对粘弹性板分叉和混沌行为的影响. 由于复合材料具有明显的蠕变现象和

松弛特性, 很有必要研究损伤效应对粘弹性层合结构的非线性自由振动频率的影响.

本文基于一阶剪切变形理论、应变等效原理和 Bo ltzmann叠加原理, 建立考虑横向剪切变形和损伤效

应的粘弹性正交铺设层合中厚板的非线性自由振动控制方程. 粘弹性材料采用标准线性固体形式, 损伤

演化方程采用 Kachanov型的损伤演化形式. 具体讨论有关参数对具损伤粘弹性层合板的非线性自由振动

幅频响应曲线的影响.
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1� 基本方程与求解方法

考虑四边简支正交铺设复合材料层合板, 在 x和 y方向上的长度分别为 a和 b, 板在 z方向厚度为 h, 整

体坐标系置于未变形时板的中面. 根据 T imoshenko- M ind lin假定, 板中任一点的应变 -位移关系为:

�x = �
0
x + z�x = u, x + (w

2
, x � 2) + z , x

�y = �
0
y + z�y = v, y + (w

2
, y � 2) + z!, y

∀xy = ∀
0
xy + z�xy = u, y + v, x + w , xw , y + z (  , y + !, x )

∀xz =  + w , x

∀yz = !+ w, y

(1)

式中: u、v和 w分别为中面上 x、y和 z方向的值;  和 !分别为中面法线绕 y轴和 x轴的转角.

由载荷等效原理, 假设作用在损伤截面上的内力与无损伤时相等, 有效应力 �#与 Cauchy应力 #之间

的关系为
[ 7]
:
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其中 D 1和 D 2为损伤变量, 定义为有效面积的改变量.

由应变等效假设和 Bo ltzmann叠加原理
[ 8]
, 得到含损伤效应的粘弹性层合板的应力 -应变关系为:

�#( t) = Q ( 0)�( t) + �
t

0
�Q ( t - ∃)�( ∃) d∃ (3)

式中: Q ( 0)为初始松弛模量; Q ( t)为与时间相关的松弛模量.

由经典层合板理论, 可得到正交铺设层合板的本构关系为:
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� � 当忽略体力和面内惯性力的影响时, 层合中厚板的运动控制方程为:

N x, x + N xy, y = 0

N xy, x + N y, y = 0

Q x, x + Qy, y + [N xw , x + N xyw , y ] , x + [N xyw , x + N yw , y ] , y = %hw , tt

M x, x + M xy, y - Q x = 0

M y, y + M xy, x - Q y = 0

(5)
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式中 %为板单位体积的质量.

将式 (4)代入式 (5), 同时引入如下的无量纲参数: &= x� a, ∋= y � b, (= a� b, p = %a
2 � ( t21E ), ∃= t� t1,

H = a� h, U= au�h2, V = av � h2, W = w �h, ) =H  , ∗ =H!,

!A ij (∃) = A ij ( ∃) � (E h), !B ij (∃) = B ij ( ∃) � (Eh
2
), ∀D ij (∃) = D ij (∃) � (Eh

3
), ( i, j= 1, 2, 6)

!A ij (∃) = A ij ( ∃) � (E h), ( i, j= 4, 5)

得到损伤粘弹性复合材料正交铺设层合板的无量纲非线性运动控制方程为:

!A 11  (U, &&+W, &W, &&) + !A 12  ((V, &∋ + (
2
W, ∋W , &∋ ) + !B 11  ) , &&+ (!B12  ∗ , &∋ + (!A 66  ( (U, ∋∋ + V, &∋

+ (W, ∋W, &∋ + (W, &W, ∋∋ ) + (!B66  (() , ∋∋ + ∗ , &∋ ) = 0 (6)

!A 66  ( (U, &∋ + V, &&+ (W, ∋W , &&+ (W, &W, &∋ ) + !B 66 ( () , &∋ + ∗ , &&) + (!A 12  (U, &∋ +W, &W, &∋ )

+ (
2!A22  ( V, ∋∋ + (W , ∋W , ∋∋ ) + (!B12  ) , &∋ + (

2 !B22  ∗ , ∋∋ = 0 (7)
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2
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2
W , rr (8)

!B11  (U, &&+W , &W , &&) + (!B 12 ( V, &∋ + (W, ∋W, &∋ ) + ∀D 11  ) , &&+ (∀D 12  ∗ , &∋ + (!B66  ((U, ∋∋ + V, &∋

+ (W, ∋W, &∋ + (W, &W, ∋∋ + (∀D 66  (() , ∋∋ + ∗ , &∋ ) -H
2
∀!A 44  ( ) +W, &) = 0 (9)

!B66  ((U, &∋ + V, &&+ (W , ∋W , &&+ (W , &W , &∋ ) + ∀D 66 (() , &∋ + ∗ , &&) + (!B 12 (U, &∋ +W, &W, &∋ )

+ (
2 !B22  ( V, ∋∋ + (W , ∋W, ∋∋ ) + (∀D 12  ) , &∋ + (

2∀D 22 ∗ , ∋∋ -H
2
∀!A 55  (∗ + (W , ∋ ) = 0 ( 10)

考虑四边不可动简支板, 其边界条件为:

&= ! 1

2
, U = V = W = ∗ = M & = 0

∋ = ! 1
2
, U = V = W = ) = M ∋ = 0

( 11)

� � 在本文中, 应用如下的损伤演化方程
[ 9]

dD i

d∃
=

B i
# i

1 - D i

m i

� � (# i ∀ #D
i
)

0 � � (# i < #D i
)

� � � ( i = 1, 2) ( 12)

式中: B i、m i为材料常数; #D i
为当 i方向的损伤 D i开始增长时, 损伤应力的门槛值.

2� 求解方法

由于荷载和结构对称, 只取
1
4
板进行计算. 所考虑的域为 0# &# 1

2
, 0# ∋# 1

2
, 且将这个域用方形网

格分成 N ∃N个部分.

为了寻求满足边界条件 (11)的非线性运动控制方程 (6) ~ ( 10)的解, 将无量纲位移函数 U, V, W,

) , ∗在空间和时域内离散, 以求其近似解.

在空间上采用有限差分法离散, 对空间坐标的导数以差商代替. 在时间上将 ∃等分为小的时间段 +∃,

采用 Newm ark法将方程 ( 8)中对时间变量的偏导数项 W , ∃∃在时间上离散, 利用 New ton- Cotes数值积分法

对方程 ( 6) ~ ( 10)中的卷积积分项进行数值积分, 这样, 控制方程 (6) ~ (10)将变成一组以结点位移为未

知量的非线性代数方程组, 整个问题采用迭代法求解. 在任一迭代步 J中, 方程和边界条件中的非线性项

被线性化, 且写成如下形式:

(X  Y)J = (X ) J  ( Y)Jp ( 13)

式中 ( Y)Jp是前两次迭代值的均值.

基于 Newm ark法, 方程组中的加速度项可表示为:
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(W, ∃∃ )J =
4(W J - W J- 1 )

(+∃)
2 -

4(W, ∃ )J- 1

+∃
- (W, ∃∃ )J- 1

(W, ∃ )J = (W , ∃ )J- 1 +
1

2
[ (W, ∃∃ )J- 1 + (W, ∃∃ ) J ] (+∃)

( 14)

� � 给定一组初始迭代值, 在每一时间步内, 迭代过程持续到相邻两次的计算结果的误差小于 0. 01%.

在第 J步得到收敛解后, 该迭代步终止, 再进行第 J + 1步的计算. 对于非线性系统, 考虑到振幅和频率随

着时间而变化, 而且损伤也在不断演化, 所以只能选择其中一个周期来分析. 因此, 在计算中截取振动的

前 20个周期, 考察第 20个周期的平均频率和最大振幅之间的关系, 从而得到损伤粘弹性板的非线性自由

振动时的幅频响应曲线.

3� 数值结果与讨论

设每一单层的铺设材料和厚度均相同. 材料参数取为
[ 10]

: e1 = 9. 75+ 0. 25e
- ,

1
∃
, ,1 = 0. 022, e2 = 0. 32

+ 0. 68e
- ,2∃, ,2 = 0. 024, v12 = 0. 4, e12 = 0. 07 + 0. 16e

- ,12∃, ,12 = 0. 026, e13 = 0. 07 + 0. 16e
- ,13∃, ,13 =

0#026, e23 = 0. 05+ 0. 12e
- ,

23
∃
, ,23 = 0. 026, B1 = 3. 7 ∃ 10

- 12
MPa

- m
1, B2 = 4. 8 ∃ 10

- 11
MPa

- m
2, m 1 = m 2

= 3.

定义具损伤粘弹性板的无量纲非线性自由振动基频为:

−
*
=
−
h

%/E

其中 − 为损伤粘弹性板的有量纲非线性自由振动基频.

图 1中给出了跨厚比 a�h对粘弹性层合方板 ( 0%� 90%� 0%)非线性自由振动幅频响应曲线的影响. 图中

实线和虚线分别表示不考虑损伤效应和考虑损伤效应时的计算结果, wmax � h为板的无量纲最大振幅值 (以

下类同 ). 由图 1可知, 对于给定的振幅, 随着跨厚比 a�h的减小, 即板的厚度变厚, 板的非线性自由振动

基频变大; 当板的厚度一定时, 板的非线性自由振动基频随着振幅的增加而增大; 在振幅较小的情况下,

损伤处于孕育阶段, 由损伤引起的频率的降低较小, 两条曲线比较接近, 但随着振幅的增大, 损伤累积的

速度加大, 从而导致结构的刚度下降得越大, 其非线性振动基频相对于无损时明显降低; 而且板越厚, 损

伤越大, 频率降低得也越多.

图 2给出了长宽比 (对粘弹性层合板 (0%� 90%� 0%)的非线性自由振动幅频响应曲线的影响. 从图 2可

以看出, 对于给定的振幅, 随着长宽比 (的增大, 即板的宽度减小时, 板的非线性自由振动基频变大; 同

样地, 在长宽比 (一定时, 随着振幅的加大, 损伤累积加快, 结构的刚度下降越大, 由损伤引起的频率的

降低越显著, 而且长宽比越大, 频率下降得越大.
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4� 结语

研究了考虑横向剪切和损伤效应的粘弹性正交铺设层合中厚板的非线性自由振动问题. 数值分析结

果表明, 损伤对结构振动频率的影响是不容忽视的. 同时, 随着跨厚比的减小或长宽比的增大, 损伤粘弹

性层合板的非线性自由振动基频变大. 在振幅较小时, 损伤处于孕育阶段, 由损伤引起的频率的变化量较

小; 在振幅较大时, 损伤的累积速度加快, 由损伤引起的频率的降低就愈显著.
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