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摘 要 先讨论 F u zz y 环中 F uz yz 理想的一些基本性质
,

然后用 F uz yz 理想给出 F uz yz 除环与

F uz yz 域的几个等价刻划
.

关键词 F u z刃 环 : F uz z y 理想 : F u zz y 除环 : F u z z y 域 : 刻划

设 x 是普通集合
,

定义映射 A : x * [ o
,

11 为 x 的 F uz yz 子集
.

设 x 为环
,

x 的

F u z z y 子集 丑 称为 x 的 F u z z y 子环
,

若 丫 x
,

y c x
,

均有 尺 (x 一 y ) 妻 天 ( x ) A 丑 (y )
,

R (x y )

) R (x )八 R ( y )【l]
,

这里 X 称为基环
,

八 表示 m in
,

V 表示 m ax
.

易知
,

丫 x e X
,

R ( 0)

) R (z )
,

这里 0 是 x 的零元
.

设 R 是环 x 的 F uz yz 子环
,

丫又创 o
,

l]
,

令 R * = 于:x x

任 X
,

,

明
,

子环

R (x ) ) 料 ; 而 丫又盯0
,

1)
.

令
,

R * = 于:x x 任 X
,

R (x) > 科
,

S u p p R ~ R 。
.

不难证

丑 是环 x 的 F u z z y 子环的充要条件是 丫又e 【0
,

大 (0 )](丫又c r o
,

双 ( 0 ) )
.

双 * (双 。 ) 是 x 的

19 90 年
,

M A L I K D s 提出了 F uz yz 域的概念
,

并讨论了它们的一些性质
,

得到较好

的结果
.

最近文献 3[] 提出了 F uz yz 环中 F uz yz 理想 的概念
.

本文先引人 F uz yz 环中强 F uz yz

理想的概念
,

进而讨论 F uz yz 理想与强 F uz yz 理想的一些基本性质
,

同时用 F uz yz 与强

F uz yz 理想给出 F uz yz 除环与 F uz yz 域的几个刻划
,

关于环与理想的有关概念与性质可参

见文献 4[ 1
.

1 F u z z y 理想与强 F u z z y 理想

定义 1 131 设 R
,

A 是环 x 的两个 F uz yz 子环
,

若 A g R
,

则称 A 为 R 的 F u zz y 子

环
.

定义 2 设 A 是 F u z z y 环 双 的 F u z z y 子集
,

若 丫 x o s u p p 双
,

当 刀 (x ) > 0 时
,

就

有 A (x) 二 R ( x)
,

则称 A 为 R 的强 F uz yz 子集 ; R 中的 F uz yz 子环 盛若是 R 的强 F u zz y 子

集
,

则称 A 为 R 的强 F u zz y 子环
.

性质 1 对于 F uz yz 环 R 的每一个 F uz yz 子环 A
,

都对应有唯一的一个 R 的强 F uz yz

子环 B
,

使 A g B
,

且 S u p p 月 = su p p .B

证明 作天的 F u z z y子集 B 如下 : 丫 x 0 s u p p R

r R (x )
B ( x ) = 悦

“ 0

(当月 (x ) > 0时 )

(当 A (x ) 一 0时 )
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显然
,

B 是 R 的强 F u z z y 子集
,

V x
,

y c s u p p R
,

若 A (x )八 A (y ) > 0
,

则 A (x ) > 0 且 月 (y )

> 0
,

A (x 一 y ) ) A ( x )八 A (y ) > 0
,

A (x y ) ) A (x )八 月 (y ) > O
,

所以有 B x( 一 y) ~ R x( 一 力

) R ( x )八 R ( y ) ) B (x )八 B ( y )
.

同时
,

刀 ( x y ) = R (x y ) ) R ( x )八 R (y ) ) B (x )八 B ( y ) :

若 A ( x )八 A ( y ) ~ 0
,

则 B ( x ) 与 B (y )至少有一个为零
,

于是 B (x )八 B (y ) = e 从而 B ( x 一 y )

) B ( x )八 B (y )
,

B ( x y ) ) B ( x )八 B (y )
.

所以 B 是 尺 的强 F u z z y 子环
.

且 A 三 B
,

S u p p A

= S u p P B
.

定义 3 f3 ] 设 诬 是 F u z z y 环 天 的 F u z z y 子环
,

刃 称为 天 的 F u z z y 左 ( F u z z y 右 ) 理

想
,

如果 丫 x
,

y e s u p p 双
,

汉 (x y ) ) 天 (x )八通 (y ) (汉 (x y ) 〕 注 (x )八天 (y ) ) : 刀 称为 F u z z y 环 双

的 F u zz y 理想
,

如果 翅 既是 R 的 F uz yz 左理想又是 R 的 F uz yz 右理想
.

由定义 3 不难得到
: ① A 是 F u z z y 环 尺 的 F u z z y 理想 ( F u z z y 左理想

,

F u z z y 右理想 )

的充要条件是 丫 又以 o
,

l]
,

当 A , 笋 中 时
,

A ,
是 R , 的理想 ( 左理想

,

右理想 ) ; ② A

是 F u z z y 环 双 的 F u z z y 理想 ( F u z z y 左理想
,

F u z z y 右理想 ) 的充要条件是 丫 又e 0[
,

l )
,

当 月 , 特 印 时
,

A ,
是 R , 的理想 (左理想

,

右理想 )

定义 4 设 月 是 F u z z y 环 大 的 F u z z y 理想 ( F u z z y 左理想
,

F u z z y 右理想 )
.

若 月

是 R 的强 F uz yz 子集
,

则称 刀 为 R 的强 F uz yz 理想 (强 F uz yz 左理想
,

强 F uz yz 右理想 )
.

性质 2 设 翅 是 F u z z y 环 天 的 F u z z y 理想 (F u z z y 左理想
,

F u z z y 右理想 )
,

则存在唯

一 的 丑 的强 F u z z y 理想 ( 强 F u z z y 左理想
,

强 F u z z y 右理想 冲
,

使 尺 三 刀
,

且 S u p p 注

二 S u P P B
.

证明 仅证 F uz yz 左理想之情况
,

其它情形可类似证明
.

设 A 是 R 的 F uz yz 左理

想
,

作 双 的 F u z z y 子集 B 如下
,

丫 x 任 S u p p 天
.

f R (x )
B (X ) = 哎

七 O

(当A (x ) > 0时 )

(当A (x ) = 0时 )

由性质 1 知
,

B 是 双 的强 F u z z y 子环
,

且 月 任 刀
,

S u p p 刃 = S u p p B
.

丫 x
,

y c s u p p 大
,

若 月 (y ) > 0
,

则 双 (x )八 刀 ( y ) > O
,

所以 A (x y ) ) 双 ( x )八 A (y ) > 0
.

于是 刀 ( x y ) = B ( x y )

) R ( x )八 R ( y ) ) R (x )八 B (y ) ; 若 A ( y ) = 0
,

则 B ( y ) = 0
,

显然有 B (x y ) ) 大 ( x )八刀 (y )
.

于

是 B 是 R 的强 F uz yz 左理想
.

定义 5 3j[ 设 A
,

B 为 F u
zz y 环 R 的 F u

zz y 子集
,

定 义 月 + B
,

月
·

B
,

A B 如

下 : V x 任 S u p p R
.

(A + B )X( ) = V ( A (y )八 B ( z ) ) y
, z 任 S u p p R

(“ ” ) (X ,一

{
V ( A (y )八 B (z ) ) (存在 y

, z o s u p p R
,

使得 x = y z)

(丫 y
, z 任 S u p p R x 护 y z )

A (夕` )八 B (z ` ) }艺夕
, z ` = x

?ě州
xù

U

( A B )x( ) = V

文献 [3 ]曾证明 : 若 A
,

B 是 F u z z y 环 双 的 F u z z y 理想
,

且 A自B 特 中
,

则 翅刀 是 双

的 F u zz y 理想
.

实际上
,

进一步有 :
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性质 3 若 A
,

B 分别是 F u z z y 环 双 的 F u z z y 左理想与 F u z z y 右理想
,

且 建自刀

护 切
,

那么 A B 是 R 的 F uz yz 理想
,

且是包含 A
·

B 在内的最小 F uz yz 理想
.

证明 l ) 由 A 自B 笋 中 知存在
r o s u p p R

,

使得 A ( r ) A B ( r ) > o
,

从而 ( A B ) ( r “ )

) (才
·

刀 ) ( ; 2 ) ) 月 ( r )八刀 ( r ) > o
,

因此 A B 护 中
.

丫 x
,

x怡 S u p p R
,

有
:

( A B ) (x )八 ( A B )( x
,

)

八 A (夕` )A B (z ` ) }艺夕
` z `

l ` i ` P

一 )
八

(溉( 1` 了̀ 甲

A ,̀ ;)
八 B `· ; ) .客

夕
;
·

;一 ))
·

艺问
X

P

:

桑
, ’ ỳ ! ’ A ’ ỳ ; ,八 ’ `, ` ’八” “ ; , ’悬

y“ ` -

l` j` q

少 ;
:

;一 )è黔

八 A (y 又)八 B (z 初 }艺 y又x 又= x + x

l` 含 ` r

( A B X一 x ) = V A 注 (夕` )八刀 (z ` ) l艺少
` z `

l` 矛` P

/

)
一 (, 。 )(x 、 二 /

)

一
x

)
八 注 (一 少` )八刀 (z ` ) l艺(一 夕` ) z ` = x ) = ( A B ) (x )

1̀ 亡` P

川è川

一一

、、

!
才/

夕了

XR (x )八 ( A B )( x
,

) = V
q` 衬

簇 V
q ` 万

A R (x )八 A (y
、

)八 B ( z
Ì j ` q

) !全
二

;
:

l ` j ` q

A (x , ; )A B ( z ; ) I艺(x , ; )
z

;一
x x `

) 蕊 ( A B ) x( x ,

)

同理可证 ( A B ) (x) A R ( x’ ) 簇 ( A B ) x( x’ )
.

因此
,

A B 是 R 的 F uz yz 理想
.

2) 由 l) 知
,

A B 是 R 的 F uz yz 理想
,

并且 A
·

B ` 刀B
.

现在设 了是 R 中包含 月
·

B

在内的任意 F uz yz 理想
.

则 丫
; 。 su p p R

,

(J )r ) (A
·

)B ()r
.

于是 丫 x o s u p p R
,

设 x =

、

!
/、 、122

izx艺y ` : ` ,

p o N
,

则 (J y ` : ` ) ) ( A
·

B ) (夕 ` z ` ) ) A (夕 ` )八 B ( z ` )
. 于是 了

x()
一

叹争
) 八 J 分 ` z , ) ) A A行 ` )八 B ( z , )

,

从而 J ( x ) ) A 义 (少 ` )八 刀 ( z ` ) }艺少
` z ` =

1 ` j ` P l ` i ` P

~ ( A B )x( )
,

即 A B 三 .J

性质 4 设 诬 是 F u z z y 环 尺 的 F u z z y 子环
,

则 A 是 天 的 F u z z y 左 (F u z z y 右 )理想 的

充要条件是 R A 任 A (A R ` A )
.

证明 仅证 F uz yz 左理想之情形
,

其它情形可类似证明
.

必要性 设 A 是 R 的 F uz yz 左理想
,

那么 丫 x
,

y c su p p R
,

R (x) 八 A (力 簇 A (x 夕)
,

于

是 丫 x e s u p p R
.

(R 月 )(x ) = V 八 天 ( y ` )八月 ( : , ) I艺y ` z ` 一 x

八 月 (y ` : , ) }艺y ` : ` 一 x

一 刀 x( )

、

l
r/

X

、
溉(

“

(
!至

少 ` ’ `
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于是 R A 三 A
.

充分性 : 假若 R A 三 A
,

则有 V x
,

少任 S u p p R
,

A (x 少) ) (R A ) (x 力 一 V 八 丑 (夕` )八

, (: ` ) }至
夕 , : , 一 二少

)
妻 (R x) 八 , y()

.

所以 , 是 R 的 uF zz y 左理想

性质 5 设 R 为 F uz yz 环
,

又。 0[
,

R (0 ))
,

I 为 R :
的理想 ( 左理想

,

右理想 )
,

现作 R

的 F u zz y 子集 A 如下 : V x 任 S u p p R
.

f R (x )
A ( x ) = 嘴

t 又

(当 x o I U (S u p p R 一 R ;

(当x e R : 一 I时)

则 A 是 R 的 F uz yz 理想 ( F uz yz 左理想
,

集
.

证明 仅证左理想情形
.

设 I 是 R *

F uz yz 右理想 )
,

且 A : ~ I,

)时 )

这里 R ; 一 I 表示差

的左理想
. ’

丫 et 0[
,

R ( 0) )
,

= R
, ,

显然 A

想
,

天
:

是 R ,

上
,

丫 a e A : ,

是 R
.

的左理想 ; 当 又簇 ! < R ( 0) 时
,

A , = I n R ` ,

当 0 《 t < 又时
,

A :

由于 I 是 R : 的左理

的子环
,

所以 A , 一 I n R `

是 R

r e 双
, ,

则
a e l 且

a e R , , r e R *

,

的子环
.

则 A ;

是 R ,

的左理想
.

事实

于是 ar
o (I 因为 I 为 R , 的左理想 )

,

并

且
r a 。 天 ` ,

从而
r a 。 了门尺

, = A
, ,

因此
,

A :

是 双 `

的左理想
,

从而 通 是 丑 的 F u z z y 左理

想
.

至于 A ; = I 则是显然的
.

2 F u z z y 除环与 F u z z y 域

定义 6 设 D 为除环
,

R 是 D 的 F uz yz 子环
,

若 丫 x e D
,

当 x 护 0 时
,

均有 R (x 一 ’ )

) R (x )
,

则称 R 为 D 的 F uz yz 子除环
,

简称 F uz yz 除环
.

这里 0 是 D 的零元
.

定义 7 t2] 设 F 为域
,

R 是 F 中的 F u
zz y 子 环

,

若 丫 x 〔 F
,

当 x 护 O 时
,

均

有 R (x 一 ’ ) ) R (x)
,

则称 R 为下的 F uz yz 子域
,

简称 F uz yz 域
.

这里 。是 F 的零元
.

定理 1 1 ) 设 天 是除环 刀 的 F u z z y 子除环
,

那么 丫 x 任刀
,

当 x 笋 0 时
,

丑 ( 0 ) ) 双 ( e )

) R (x ) ~ R ( 一 x ) 一 R (x ” )
.

这里
。
是 D 的单位元 ( 下同 .)

2) 设 R 是除环 D 的 F uz yz 子集
,

那么 R 是 D 的 F uz yz 子除环的充要条件是 丫又

e (0
,

R (e ) ](丫又` 0[
,

R (e ))
,

天 : (天 * )是 刀 的子除环
.

3) 设 R 是域 F 的 F u z z y 子集
,

那么 R 是 F 的 F u z z y 子域 的充要条 件是 丫 又

“ (0
,

R (e ) ](丫又“ 0[
,

R (e ))
·

当 }R
`
}( }R ; }) ) 2 时

,

R , ( R , )是 F 的子域
·

证明 可参见文 2[]
,

从略
.

定义 8 设 A 是 F u zz y 环 R 的 F u
zz y 子集

.

若存在 又以。
,

R ( 0) ]
,

使得 丫 x

` S u p p R
,

x 护 0
,

有 :

, (二 )一

{
又

R x( )

(当 R x( ) ) 又时 )

(当 R (x ) < 又时 )

则称 A是平凡的
.
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定理 2 设 R 是除环 D 的 F uz yz 子环
,

则下列条件等价
.

l ) R 中F u z z y除环
.

2) R 是任意 F uz yz 左理想 A是平凡的
.

3) R 中任意 F uz yz 右理想 A 是平凡的
.

证明 1) 0 2)
,

设 A 是 R 中的 F uz yz 左理想
,

又 = V 于A (x) }
.

丫 x o s u p p R
,

x

x 〔 Su p P 况

护 0
,

当 双 (x ) ) 又时
,

通 ( x ) = 月 ( x 。 ) ) 火 ( x )八通 ( e ) ~ 月 (e ) = 刀 (x
一 ’ x ) ) 大 ( x 一 ’ )八月 ( x )

~ A x( )
.

也就是说
,

当 R (x) ) 又时
,

A (x) 二 A (e)
.

而在 R (x) < 又时
,

A (x) 簇 R (x) < 又
,

所

以 又~ A (e)
.

于是当 R ( x) ) 又时
,

月 (x) = 不 当 R (x) < 又时
,

A (x) 二 A (x e) 妻 R ( x) 八 A (e)

= R (x )
.

于是 A (x) ~ R (x)
,

即 A 是平凡的
.

2 )。 1 )
,

丫又。 [o
,

R ( 0 ) )
,

当 IR , l ) 2 时 (这里 { R 、 l表示 R , 的基数 )
,

设
a
是 R 、 中

任一个非零元
,

则 R ; a
是 R : 的左理想

,

这里 R , a = { x :a x 〔 R *
}

.

因除环 D 无零因子
,

所以 R 。 也无零因子
·

于是
,

R 、 a 转 于0 }
·

则 R * · 。 一 R 、
,

如果 R 、 一 等R :
,

现作 R

的 F u z z y 子集 A 如下 : 丫 x 任 S u p p 双

f R (x ) (当
A `x ) ~ 哎

毛又 (当

x 任 R o a U (s u p p R 一 R 、 ))

x 任 R * 一 R , · a )

由性质 5 知
,

A 是 R 的 F uz yz 左理想
,

显然 A 不是平凡的
,

矛盾
.

所以 R , a = R ,
.

于

是 丫 b ` R 尸 方程 x a 一 b 在 R ; 内有解
·

由文 4[] 中定理 2 知
,

R , 是除环
·

再由定理 1

知 R 是 F u z z y 除环
.

1) 0 3) 与 3) 0 1) 可类似证明
,

从略
.

在定理 2 中
,

当除环 D 是域时
,

则 R 中的 F uz yz 左理想
,

F uz yz 右理想与 F uz yz 理想

是一致的
,

于是又有 :

定理 3 设 F 是域
,

R 是 F 的 F uz yz 子环
.

则下面条件价
.

l ) R是 F u z z y域
.

2 ) R 中的任意 F u z z y理想是平凡的
.

推论 1 设 R是 F uz yz 除环
,

则有 :

l) R 中任意强 F uz yz 左理想 A = J或 R
.

2) R 中任意强 F uz yz 右理想 A = J或 R
.

这里 0的定义如下
: 丫 x o s u p p R

.

门口R0f
,、 .、

0 (x )
(当 x 二 0时 )

(当 x 笋 01对 )

证明 l) 设 A 是 R 的任意强 F uz yz 左理想
,

当然 A 也是 R 的 F uz yz 左理想
.

由定

理 2 的 2) 知 A 是平凡的
,

即存在 又e 0[
.

R (0 )1
,

使得 丫 x e s u p p R
,

当 x 笋 0 时
,

有
:

A (x ) =
R (x )

(当 R (x ) ) 又时 )

(当R ( x ) < 又时 )



.

6
·

福州大学学报 (自然科学版 )第 2 4卷

当 又~ O时
,

则有 丫 x e s u p p R
,

当 x 护 O时
,

A (x) ~ O
,

又 由于 A 是 R 的强 F uz yz 子

集
,

所以 A ( 0) 一 R ( 0)
,

于是 A = 云
.

当 又> 0 时
,

则有 V x 任 S u p p R
,

当 x 特 0 时
,

如果 R (x ) < 又
,

则有 A (x ) 一 R ( x ) ; 如

果 R ( x) ) 又
,

由有 A ( x) = 又 > O
,

而 A 是 R 的强 F uz yz 子集
,

所以 A (x) ~ R ( x)
.

又显然

有 A (0 ) = R (0 )
.

于是 A ~ R
.

2) 证明类似于 1)
,

从略
.

由推论1有 :

推论 2 设 R 是 F uz yz 域
,

则 R 中任意强 F uz yz 理想 A ~ 0 或 R
.
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